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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man
m addieren,
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man
m addieren,
m subtrahieren,
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man
m addieren,
m subtrahieren,
m multiplizieren
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man
m addieren,
m subtrahieren,
m multiplizieren
m aber dividieren nur mit Rest: 19 : 7 = 2 REST 5 = 3 REST -2.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man

m addieren,

m subtrahieren,

m multiplizieren

m aber dividieren nur mit Rest: 19 : 7 = 2 REST 5 = 3 REST -2.
In der Menge der rationalen Zahlen Q kann man auch dividieren.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man

m addieren,

m subtrahieren,

m multiplizieren

m aber dividieren nur mit Rest: 19 : 7 = 2 REST 5 = 3 REST -2.
In der Menge der rationalen Zahlen Q kann man auch dividieren.

m Bei den Operationen ist Kiirzen wichtig.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man

m addieren,

m subtrahieren,

m multiplizieren

m aber dividieren nur mit Rest: 19 : 7 = 2 REST 5 = 3 REST -2.
In der Menge der rationalen Zahlen Q kann man auch dividieren.

m Bei den Operationen ist Kiirzen wichtig.

m Kiirzen heiBt: Zahler und Nenner durch den groBten gemeinsamen
Teiler dividieren.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z) Operationen

Operationen in Z und Q

In der Menge der ganzen Zahlen Z kann man

m addieren,

m subtrahieren,

m multiplizieren

m aber dividieren nur mit Rest: 19 : 7 = 2 REST 5 = 3 REST -2.
In der Menge der rationalen Zahlen Q kann man auch dividieren.

m Bei den Operationen ist Kiirzen wichtig.

m Kiirzen heiBt: Zahler und Nenner durch den groBten gemeinsamen
Teiler dividieren.

m In der Regel: Nenner positiv.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z)

ggT(190,68)=2:

190 =
68
54
14
12

- 68 + 54
-54 1+ 14
<14 +12
21242
240
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Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Mathematischer Hintergrund

ggT(190,68)=2:

190 =
68
54
14
12

- 68 + 54
-54 1+ 14
<14 +12
21242
240

Bruchrechnung in Q = Q(Z)

3-68 + (—14)
(=5) - (—14) 42
6-2+0
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z)

ggT(190,68)=2:
100 — 2.68+54 s (1
68 .54 4 14 G4 (=14
54 14412 = (=5)-(-14)+2
14 1242 sl
12 = 6-240

Daraus folgt, dass der Rest betragsmaBig klein sein muss!
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z)

ggT(190,68)=2:

100 = 2-68+54

68 .54+ 14 SHSERREK)
54 14412 = () (Eh) 2
14 1242 9o24-0

12 = 6240

Daraus folgt, dass der Rest betragsmaBig klein sein muss!

Euklidischer Algorithmus: p=¢q-s+r

m Rest berechnen mit Residue, aber im Bereich (—9/2, 9/2).
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z)

ggT(190,68)=2:

100 = 2-68+54

68 .54+ 14 SHSERREK)
54 14412 = () (Eh) 2
14 1242 9o24-0

12 = 6240

Daraus folgt, dass der Rest betragsmaBig klein sein muss!

Euklidischer Algorithmus: p=¢q-s+r

m Rest berechnen mit Residue, aber im Bereich (—9/2, 9/2).

m P/q zur nachsten ganzen Zahl runden und dann Rest berechnen.
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Mathematischer Hintergrund ~ Bruchrechnung in Q = Q(Z)

Bruchrechnung in Q = Q(Z)  Division mit Rest: p=gq-s+r

(p g)<(2/1 ~4Axju) (162 2/1 ~1x6)
r<(p-gxr),[1.5]r<[ .5+p+qg

p,':',r[;ij,‘X',q,'+',r[;2],'|',':',[1.5]q|p
L4y = 2 x 6 + 7 |: 2
Uy = 2 x 6 + 7 |: 4
44 = "2 x 6+ 7 |: "2
44 = "2 x 6 4+ 7 |+ L4
(p @)<(2/1 " 1x45)(102 2/1 ~1x6)
I r<((p-r)+qg),[1.5]r<(—gx(2x|r)>|g)+r<qglp
p,':',r[;i],'x',q,'+',r[;2],'|',':',[1.5]q|p
Us = 7 x 6 + 3 |: 3
4Us5 = "8 x 6 + 3 |: ~3
45 = 7 x "6 + 3 |: "3
45 ="8 x 6 + 3 |: 3
(p g)<(BE6PLL)(6)
t<dtsor<(p—gxr),r<[ .5+p+ge1000L 2+0ts—-t
187

—a t<[Jtsor<((p-r)+qg),r<(—gx(2x|r)s>de)ErgipoddO0E 22&k;
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Euklidische nge Verallgemeinerung

Definition (Euklidischer Ring)

Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Eins 1 ist ein Euklidischer Ring
genau dann, wenn

H R hat keine Nullteiler: Vr,s € R\{0} : r-s#0.
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Euklidische nge Verallgemeinerung

Definition (Euklidischer Ring)

Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Eins 1 ist ein Euklidischer Ring
genau dann, wenn

H R hat keine Nullteiler: Vr,s € R\{0} : r-s#0.

B Es gibt eine Funktion ¢ : R\{0}—Ny mit folgenden
Eigenschaften:
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Euklidische nge Verallgemeinerung

Definition (Euklidischer Ring)
Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Eins 1 ist ein Euklidischer Ring
genau dann, wenn

H R hat keine Nullteiler: Vr,s € R\{0} : r-s#0.

B Es gibt eine Funktion ¢ : R\{0}—Ny mit folgenden
Eigenschaften:

B Vr,s € R\{0}: o(rs) > o(r) Diese Funktion heiBt Euklidische

Funktion, Euklidische Norm oder Euklidischer Wert.
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe

Euklidische Ringe Verallgemeinerung

Definition (Euklidischer Ring)
Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Eins 1 ist ein Euklidischer Ring

genau dann, wenn
H R hat keine Nullteiler: Vr,s € R\{0} : r-s#0.
B Es gibt eine Funktion ¢ : R\{0}—Ny mit folgenden
Eigenschaften:
B Vr,s € R\{0}: o(rs) > o(r) Diese Funktion heiBt Euklidische
Funktion, Euklidische Norm oder Euklidischer Wert.
B Vp.ge R\{0}3r,seR: p=gs+r A (r=0V ¢(r) <¢(q))
Dieser Algorithmus heiBt Euklidischer Algorithmus.

Ve
4/7/33
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe
Euklidische Ringe
Bemerkung
Element erzeugt.

B Euklidische Ringe sind Hauptidealringe: Jedes Ideal ist von einem

.
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe
Euklidische Ringe
Bemerkung

B Euklidische Ringe sind Hauptidealringe: Jedes Ideal ist von einem
Element erzeugt.

B Jeder Hauptidealring hat eine fast-eindeutige Primfaktorzerlegung:
Sie ist eindeutig bis auf eine Multiplikation mit einer Einheit.

Py «AO> «F > AE» «
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Euklidische Ringe

Beispiel Euklidische Ringe sind:

B Z mit p(z) = |z|,
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Euklidische Ringe

Beispiel Euklidische Ringe sind:

B Z mit p(z) = |z],

B der Polynomring
Kix] ={a0 + aix + ax?>+ ...+ a,x"|a; € K(i =0, ...
iiber einem Kérper K mit p(p(x)) = grad p,
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Mathematischer Hintergrund

Euklidische Ringe

Euklidische Ringe

Beispiel

Euklidische Ringe sind:
B Z mit p(z) = |z

’

B K[x] = {ao+ aix +ax®+ ...+ a,x"|a; € K(i = 0,

iiber einem Kérper K mit o(p(x)) = grad p,

B der Ring der GauBschen ganzen Zahlen Z[i] mit
p(a+ib)=a%>+ b2 s [4].

<
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Euklidische Ringe

Beispiel Euklidische Ringe sind:

B Z mit p(z) = |z|,

B K[x]={ao+aix+ax?®+...+ax"|a € K(i=0,...,n)}
iiber einem Kérper K mit o(p(x)) = grad p,

@ Z[i] mit p(a+ib) = a*+ b, s. [4].

Beispiel

u [5]: die Ringe der ganzen Zahlen in den Zahlkérpern Q[v/—d] sind
fiird =1, 2, 3, 7, 11 euklidisch. Sie enthalten Z[v/—d|.
Fir d = 19, 43, 67, 163 sind diese Ringe Hauptidealringe (und
keine Euklidischen Ringe).
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Euklidische Ringe

Beispiel Euklidische Ringe sind:

B Z mit p(z) = |z|,

B K[x]={ao+aix+ax?®+...+ax"|a € K(i=0,...,n)}
iiber einem Kérper K mit o(p(x)) = grad p,

@ Z[i] mit p(a+ib) = a*+ b, s. [4].
Beispiel

m [4]: Z|x,y] und R[x, y]| sind Ringe mit eindeutiger Primfaktorzer-
legung aber keine Hauptidealringe.
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Euklidische Ringe

Beispiel

u [5]: die Ringe der ganzen Zahlen in den Zahlkérpern Q[v/—d] sind
fiird =1, 2, 3, 7, 11 euklidisch. Sie enthalten Z[v/—d].
Fir d = 19, 43, 67, 163 sind diese Ringe Hauptidealringe (und
keine Euklidischen Ringe).

m [4]: Z[\/—3] ist kein Ring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung:
4=2.2=(14++/-3)-(1-+v-3).
Er ist damit echt enthalten im Ring der ganzen Zahlen in Q[v/—d|.
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe
Euklidische Ringe Einheiten
Beispiel (Schone Nenner)

werden.

B Z: Der Nenner soll positiv sein: Ggf. muss durch -1 gekiirzt

.
THBINGEN
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Mathematischer Hintergrund
Euklidische Ringe

Euklidische Ringe

Einheiten

Beispiel (Schone Nenner)

werden.

B Z: Der Nenner soll positiv sein: Ggf. muss durch -1 gekiirzt

.
THBINGEN

B K[x]|: Der Nenner soll Hauptkoeffizienten 1 haben: Ggf. muss
durch den Hauptkoeffizienten gekiirzt werden.
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe

Euklidische Ringe Einheiten

Beispiel (Schone Nenner)

B Z: Der Nenner soll positiv sein: Ggf. muss durch -1 gekiirzt
werden.

B K[x]|: Der Nenner soll Hauptkoeffizienten 1 haben: Ggf. muss
durch den Hauptkoeffizienten gekiirzt werden.

B Z|i]: Realteil und Imaginarteil sollen positiv sein: Ggf. muss
durch i, —1 oder —i gekiirzt werden.

.
THBINGEN
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Mathematischer Hintergrund Euklidische Ringe

Euklidische Ringe Einheiten

Beispiel (Schone Nenner)

B Z: Der Nenner soll positiv sein: Ggf. muss durch -1 gekiirzt
werden.

B K[x]|: Der Nenner soll Hauptkoeffizienten 1 haben: Ggf. muss
durch den Hauptkoeffizienten gekiirzt werden.

B Z|i]: Realteil und Imaginarteil sollen positiv sein: Ggf. muss
durch i, —1 oder —i gekiirzt werden.

Definition (Einheiten eines Ringes)

Fiir einen Ring R ist R* die Menge aller Einheiten, d.h. dei Menge
aller Zahlen durch die man alle Ringelemente dividieren kann.

«O> «Fr «E»
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Euklidische Ringe Einheiten

Definition (Einheiten eines Ringes)

Fiir einen Ring R ist R* die Menge aller Einheiten, d.h. dei Menge
aller Zahlen durch die man alle Ringelemente dividieren kann.

Beispiel
B Z*:{+1}

«O> «Fr «E»
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Euklidische Ringe Einheiten

Definition (Einheiten eines Ringes)

Fiir einen Ring R ist R* die Menge aller Einheiten, d.h. dei Menge
aller Zahlen durch die man alle Ringelemente dividieren kann.

Beispiel

B Z": {+1)
B K[x]*: K\{0}
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Euklidische Ringe Einheiten

Definition (Einheiten eines Ringes)

Fiir einen Ring R ist R* die Menge aller Einheiten, d.h. dei Menge
aller Zahlen durch die man alle Ringelemente dividieren kann.

Beispiel

B Z%: {£1}
B K[x]*: K\{0}
B Z[]%: {£1, £i}

«O> «Fr «E»
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Euklidische Ringe Charakter

Definition (Einheiten eines Ringes)
Fiir einen Ring R ist R* die Menge aller Einheiten, d.h. dei Menge
aller Zahlen durch die man alle Ringelemente dividieren kann.
Beispiel

B Z*:{£1}

B K[x]*: K\{0}

B Z[i]*: {1, i}

Definition (Charakter)

Fiir einen Ring R heiBt eine Funktion v : R — R* ein Charakter,
wenn er linear bez. der Einheiten ist: 1)(e-r) = e-1(r).

«O> «Fr «E»
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Euklidische Ringe ggT und kgV — gcd and lcm

Bemerkung (Kiirzen)

Kiirzen heiBt, Zahler und Nenner durch den gréBten gemeinsamen
Teiler dividieren.

Verfahren (Euklidischer Algorithmus: Division mit Rest)

R sei ein euklidischer Ring mit euklidischer Funktion ¢, a,b € R.
Berechnung von ggT(a, b) mit ¢(a) > ¢(b):
= dr,seR:a=bs+r A (r=0V p(r) <e(b))
1.Fall r=0 = ggT(a,b)=0b

«O> «Fr «E»
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Euklidische Ringe ggT und kgV — gcd and lcm

Bemerkung (Kiirzen)

Kiirzen heiBt, Zahler und Nenner durch den gréBten gemeinsamen
Teiler dividieren.

Verfahren (Euklidischer Algorithmus: Division mit Rest)

R sei ein euklidischer Ring mit euklidischer Funktion ¢, a,b € R.
Berechnung von ggT(a, b) mit ¢(a) > ¢(b):
= dr,seR:a=bs+r A (r=0V p(r) <e(b))
1.Fall r=0 = ggT(a,b)=0b
2. Fall p(r) < ¢(b) : ggT(a, b) = ggT(b,r), rekursiv weiter
rechnen.

«O> «Fr «E»
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Mathematischer Hintergrund Quotientenkérper

Quotientenkorper

Definition

Der Quotientenkérper eines nullteilerfreien Rings ist die Menge aller
Paare {a/b|ac RAbe R\{0}}.

Die arithmetischen Operationen sind die bekannten Regeln fiir

Bruchrechnung.

.
THBINGEN
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Mathematischer Hintergrund Quotientenkérper

Quotientenkorper

Definition

Der Quotientenkérper eines nullteilerfreien Rings ist die Menge aller
Paare {a/b|ac RAbe R\{0}}.

Die arithmetischen Operationen sind die bekannten Regeln fiir
Bruchrechnung.

Satz

Kirzen heiSt, Zahler und Nenner eines Bruchs durch einen
gemeinsamen Teiler dividieren.

k. A4O> «F>r «E» «E)» E DA
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Mathematischer Hintergrund Quotientenkérper

Quotientenkorper

Satz

Kiirzen heiBt, Zihler und Nenner eines Bruchs durch einen
gemeinsamen Teiler dividieren.

Kiirzen eines Bruchs durch den Charakter des Nenners liefert einen
Bruch, dessen Nenner den Charakter 1 hat, also , schén ist

Mit e = ¢(q) folgt

o la|ofs

und ¢ (£) = ¢(q)t = 1.

.
THBINGEN
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Implementierung

Implementierung
Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche
Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)
R[x] und R(x) = Q(R[x]):
C[x] und C(x) = Q(C|x]):
GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[1]):
Accu-Technik

Py «AO> «F > AE» «
THBINGEN
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Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Das Ring-Modell
Initialisierung: Tiefe eines Elements, Eins, Null
r<RAinit
a Vi.1 08.01.1993

D.Kilsch KhAlZ
a Initialisations for the ring of integers.
rAt<0 a depth of a ring element
rAnull<0 A zero in 7Z
I rAeins<1 A unity in 2Z
a

<o «Fr od
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Das Ring-Modell

Initialisierung: Tiefe eines Elements, Eins, Null
r<RAinit

A Vi.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlZ

a Initialisations for the ring of integers.

rAt<0 a depth of a ring element
rAnull<0 A zero in 7Z

I rAeins<1 A unity in 2Z
a

liefert Addition und Multiplikation RAa, RAm,

«AO> «F > «E» «E»
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Implementierung

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Py «O> «Fr o«
THBINGEN

Das Ring-Modell
Initialisierung: Tiefe eines Elements, Eins, Null
r<RAinit

A Vi.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlZ
a Initialisations for the ring of integers.

rAt<0 a depth of a ring element
rAnull<0 A zero in 7Z
rAeins<1 A unity in 2Z

=:

liefert Addition und Multiplikation RAa, RAm,

liefert euklidische Funktion, euklidischen Algorithmus und
Charakter RAe, RAef, RAC

it
v
a
i
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Implementierung

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Euklidischen Ring:
Initialisierung:

r<Ainit

A Vi.1 08.04.4993 D.Kilsch KhAlEukl
a Initialisation of an Euclidean ring

A=

a called routines:

RAinit A initialisation of the ring
A

a global variables:

At<rAt a depth of an element
Anull<«rAnull A zero

Aeins<rAeins A unity

QA

<o «Fr od
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Euklidischen Ring:

Initialisierung:

r<Ainit

A Vi.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlEukl
a Initialisation of an Euclidean ring

A=

A called routines:
RAinit A
=]

a global variables:
At<rAt a depth of an element
Anull<«rAnull A zero

Aeins<rAeins A unity
a

initialisation of the ring

Addition und Multiplikation vom Ring RAa, RAm,

«AO> «F > AE» «
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Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Euklidischen Ring:

Initialisierung:

r<Ainit

A V1.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlEukl
a Initialisation of an Euclidean ring

A=

a called routines:

RAinit a initialisation of the ring
A

a global variables:

At<rAt a depth of an element
Anull<«rAnull A zero
Aeins<rAeins A unity

=
Addition und Multiplikation vom Ring RAa, RAm,
Subtraktion: Addition des negativen Elements RAs,

«O> 4Fr» «E>» «=>» = DA
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020 3/15/33



Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Euklidischen Ring:

Initialisierung:

r<Ainit

A V1.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlEukl
a Initialisation of an Euclidean ring

A=

a called routines:

RAinit a initialisation of the ring
A

a global variables:

At<rAt a depth of an element
Anull<«rAnull A zero
Aeins<rAeins A unity

QA

Addition und Multiplikation vom Ring RAa, RAm,
Subtraktion: Addition des negativen Elements RAs,
geT, kgV

«O> 4Fr» «E>» «=>» = DA
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Implementierung

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Quotientenkorper:
Initialisierung:

r<Ainit
A Vi.1 08.01.1993 D.Kilsch KhAlQuot
a Initialisation of a quotient field

A=

a called routins:
RAinit

A=

a global variables
At<rAt+1
Anull<«rAnull rAeins

Aeins<«rAeins rAeins
A

a zero of the field
a unity of the field

a depth of a field element

40 A5 AE> <
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020



Implementierung

Initialisierung:

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche
Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche
Die Routinen zum Quotientenkorper:

Einbettung des Rings: Ag

.
THBINGEN

«O» «Fr «E»
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020



Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche
Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Quotientenkorper:
Initialisierung:

Einbettung des Rings: Ag
Kiirzen Kurzen,

.
THBINGEN

«O> «Fr «E»
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Implementierung Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkdrper der Briiche

Ring - Euklidischer Ring - Quotientenkorper der Briiche

Die Routinen zum Quotientenkorper:

THBIN

.
GEN

Initialisierung:

Einbettung des Rings: Ag

Kirzen Kurzen,

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division:
Nach Regeln der Bruchrechnung, am Ende Kiirzen

r<a Aa b

A Vi.1 08.01.4993 D.Kilsch KhAlQuot
a Addition of fractions

a a,b S,V fractions

a
>(A/At==""a b)/1+0LCor<a Aa bo->0
>((1Z(PPa),PPb)Vv2Z£(Pa),Pb)/F1
r<Kurzen(RAa/a RAm ¢b),c(22>a)RAm 2>°b
-0

a
Fl1:('Aa: Structure of left or righ%{argument wr%pg%io'

Fr «E» « >
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Implementierung

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)
Definition

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Euklidischer Ring
B Euklidische Funktion: Betrag

«O» «Fr «

it
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Implementierung

Definition

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)
Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Euklidischer Ring

B Euklidische Funktion: Betrag

B Euklidischer Algorithmus: Division mit Rest, Betrag kleiner als
halber Devisorbetrag

et
THBINGEN

«O> «Fr «E»
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Implementierung

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)
Beispiele

Ainit A KHAlZ —-Eukl —Quot
14 Aa 1 12

Adar 14 4 Aa 1 12

Adar (1 2)(3 Y)Aa.Am(1 5)(2 7)
11/35

«AO> «F > AE» «
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Implementierung ~ Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Beispiele Hilbertmatrix

Ainit a KHA1lZ —-Eukl —-Quot Khmatrix
11 Y4smat<+ 1+(16)o.+16
.000EO 5.000E 1 3.333E 1 2.500E 1
.000E™ 1 3.333E 1 2.500E 1 2.000E 1
.333E"1 2.500E 1 2.000E™ 1 1.667E 1
.500E" 1 2.000E 1 1.667E 1 1.429E 1
.000E™ 1 1.667E 1 1.429E 1 1.250E 1
.BB7E 1 1.429E 1 1.250E 1 1
Det mat
5.367299886E 18
11 Y4emat+.xEmat
.000E0 0.000E0 .000EO .910E 11 0.
.137E"13 1.000E0 .000EO .455E 10 5.
.684E 14 0.000E0 .000EO .731E711 " 2.
.137E"13 ~1.8419E 12 .276E 12 .000E0 2.
1. 1.
0. 0.

.111E71

.137E713 819E 12 .910E 11 .000E0
.000E0 000EO0 .276E 12 .910E 11

<o «Fr od
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020

.
THBINGEN



Implementierung  Ganze Zahle Briiche Q = Q(Z)

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Beispiele

Ainit a KHA1lZ -Eukl —-Quot -Matr
Adar mat<1,  1+(16)o.+16 a with fractions
1 1/2 1/3 1/u4 1/5 1/6
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
/4  1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10
i/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11
Aldet mat a determinant: Laplace
1.863134203E17
Adar inv<0 6+2>2 Algaut mat,Aqg 6 6P7+t1 A Gauss
36 630 3360 7560 7560 2772
630 14700 788200 211680 7220500 83160
3360 788200 564480 1411200 1512000 7582120
7560 211680 1411200 3628800 3969000 1552320
7560 220500 1512000 3969000 4410000 1746360
2772 83160 7582120 1552320 1746360 698544
Adar mat Aa.Am inv a product with inverse
0

<o «Fr od
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung ~ Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Ganze Zahlen Z — Briiche Q = Q(Z)

Beispiele

mat<3 3P1 2 5 5 8 9 9 3 16
Adar mat<(Ag mat)Ad 3 3PAg 19
1 1 5/3
“5/4  8/5 3/2
9/7 3/8 16/9
Adar Aldet mat a Det. with Laplace
T2357/480
Adar Am/1 18250 Algaut mat a Det. with Gauss
~2357/480
Adar ~1 ~1t250 0 1 Algaut mat a .. special
T2357/480
1 Alzeim mat, Ag 1 2 3 a linear equations
1 71 5/3 | 1
( “5/4 "8/5 3/2 | 2 W
L 9/7 3/8 16/9 | 3 A
1 Alzeim 222 Algaut mat,Aqg 1 2 3 ... solution
0 | T7054/7071
0 | 73880/43u97 W
1 | 3u551/16499 4

0
1
0

«O» «Fr «
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[X] und R(X) = Q(R[X]) Ringverkntpfungen

Datenmodell

B p(x)=a,+ aix...a,x" wird als Vektor (ag, a1, ..., ap)
dargestellt.

<o «Fr od
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[X] und R(X) = Q(R[X]) Ringverkntpfungen

Datenmodell

B p(x)=a,+ aix...a,x" wird als Vektor (ag, a1, ..., ap)
dargestellt.

B Addition, Subtraktion komponentenweise

«AO> «F > AE» «
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[X] und R(X) = Q(R[X]) Ringverkntpfungen

Datenmodell
B p(x)=a,+ aix...a,x" wird als Vektor (ag, as, ...
dargestellt.
B Addition, Subtraktion komponentenweise

n om ; n+m i )
@ Multiplikation: Z aix" - Z ol — Z ( ajb,-_j> x'
Jj=0

i=0 j=0 i=0 =

Py «AO> «F > AE» «
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[X] und R(X) = Q(R[X]) Ringverkntpfungen

Datenmodell
B p(x)=a,+ aix...a,x" wird als Vektor (ag, as, ...
dargestellt.
B Addition, Subtraktion komponentenweise
n ) m ; n+m i
B Multiplikation: Za,-x’ . ijxf = Z <
=0 j=0 i=0 \j

d 4d1 ... dp
0 d ... dp—1

0 0 do
(bo, b1, ..., bm) (aobo, aob1 + a1bo,

«O> «Fr «E»
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[X] und R(X) = Q(R[X]) Ringverkntpfungen

Datenmodell
B p(x)=a,+ aix...a,x" wird als Vektor (ag, a1, ..., ap)
dargestellt.
B Addition, Subtraktion komponentenweise
n ) m ; n+m i
B Multiplikation: Za,-x’ . ijxf = Z <
=0 j=0 i=0 \j

d 4d1 ... dp
0 d ... dp—1

0 0 do
(bo, b1, ..., bm) (aobo, aob1 + a1bo,
r<b+.x((P,b),r-1)P(r<Pa,b)ta

«O> «Fr «E»
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung  R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[x] und R(x) = Q(R[x]):

Initialisierung

r<RAinit

A Vi.1 25.41.2020 D.Kilsch KhAlPoly

a Initialisation for the ring of polynomials.
A=

rAt<1 depth of a ring element
rAnull<, 0 zeor of the ring

rAeins<,1 unity of the ring

Avx<0 1 variable

Avar<'x' name of wvariable

e}

<o «Fr od
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R[x] und R(x) = Q(R[x]):

R[x] und R(x) = Q(R[x]):
Definition

Polynome als Euklidischer Ring

B Euklidische Funktion: p(p(x)) = grad p(x) fiir p € R[x].
B Euklidischer Algorithmus: Polynomdivision mit Rest. Der Rest
hat kleineren Grad als der Divisor.

Bl Charakter: Hauptkoeffizient

Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung  R[x] und R

R[x] und R(x) = Q(R[x]):

Beispiele

Ainit a KhAlPoly, —-Eukl, —-Quot
(xA2-2x+1)+(2x-2):
1 Adar (1 "2 1)1 Ad (2 2)1

—-.b+.5x

A (xAB-1)+(x-1):
Adar ("1 0 0 0 1)1 Ad ("1 1)1

1+X+XA2+XA3

A (14+xX+XA2+XAZ+XALU+XAE )+ (1+x) ¢
Adar (Ag 1 1 14 14 14 1) Ad (Ag 1 1)

1+xXA2+xAL
1 Adar (1 "2 1)(1 1)Ad (2 2 5)1

2= U4x+.2xA2/— 4+ . 0x+1 . UXA2+XA3

<o «Fr od
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Implementierung  R[x] und R(

R[x] und R(x) = Q(R[x]):

Beispiele

Ainit a KhAlPoly, —Eukl, —-Matr
mat<4 4P1 2 5 5 "8 9 9 3 16,111
RAdar Alchpo, mat a determinant in ring
—4B0U4+1699%x—5xA2-19xXA3+xAL
Ainit a KhAlPoly, —-Eukl, —-Quot, —-Matr
(1 18mat)<«(1 18mat), 1
Adar Ag , mat a determinant quotient field
2 5 5
9-x 9 3
i 2= 3
5 6 7-x
Adar Aldet mat a Laplace
—4B0U4+1699x—5xA2—-19xXA3+xAL
Adar Am/1 18250 Algaut mat A Gauss
—LB04+1699x—5xA2-19xA3+xAL
Adar 2>0 0 1 Algaut mat A Gauss special
1 2/-1+x “5/-1+x 5/=ildF
0 1 49-9x/-7-10x+XA2 —37-3x/-7-10x+xXA2
0 0 1 -6U0+107xX—-3xA2/1071-76x-12xA2+xXA3
0 0 0 —4B04+1699x—5xA2-19xA3+xAL
Adar 1 14250 0 1 Algaut mat s = W =
—LUB0U+1699x—5xA2-19xXA3+XAL

«O» «Fr «
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Implementierung C

C[x] und C(x) = Q(CJx]):

Belsp|ele hinzugefiigt/added 25.11.2020

Ainit A KhAlPoly, —-Eukl, —-Quot, —-Matr
Avar<'z!'
mat<2 2P1 0J1 0J 1
(1 18Smat)<«(1 18®mat), 1
Adar mat<«Ag mat
1-z 0J1
0J 1 1-z
Adar Aldet mat A Laplace
—2z+zA2
Adar Am/1 18250 Algaut mat A Gauss
—2z+zA2
Adar 220 0 1 Algaut mat A special Gauss
1 0J 1/-1+z
0 —27+2zA2
Adar 1 14250 0 1 Algaut mat a
—2z+zA2

<o «Fr od
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C[x] und C(x) = Q(CJx]):

C[x] und C(x) = Q(C[x]):

Q[x] und Q(x) = Q(Q[x]) = Q(Z[x]): Gebrochen ration. Funkt.

H Koeffizienten des Rests bei Division ganzer Polynome nicht ganz.

.
THBINGEN
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C[x] und C(x) = Q(CJx]):

C[x] und C(x) = Q(C[x]):

H Koeffizienten des Rests bei Division ganzer Polynome nicht ganz.
B Datenmodell ?

Q[x] und Q(x) = Q(Q[x]) = Q(Z[x]): Gebrochen ration. Funkt.

.
THBINGEN

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):
GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Datenmodell fiir Z{i]

Ringverkntpfungen

B Teilmenge der komplexen Zahlen

«O» «Fr «E»
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Implementierung

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):
GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Ringverkntpfungen
Datenmodell fiir Z{i]

B Teilmenge der komplexen Zahlen

B Addition, Multiplikation, Subtraktion von C

.
THBINGEN

«O> «Fr «E»
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Implementierung

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):
Datenmodell fiir Z{i]

Ringverkntpfungen
B Teilmenge der komplexen Zahlen

B Addition, Multiplikation, Subtraktion von C
B Initialisierung (Tiefe, Eins, Null) wie fir Z

et
THBINGEN
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Implementierung

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):
GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Definition

Euklidischer Ring

B Euklidische Funktion: ¢(a+ib) = a® + b?. Diese ist das Quadrat
des (euklidischen) Abstands in R?.

«O» «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?.

r<1000 1000 P(4JL17)*19

t<Ots0s<100r*x201000L 2+0ts—t
265

t<«0ts¢s<(100r)*201000L 240ts-t
9L

t<Otsos<(|r)*x201000L 2+0ts—t
L7

t<Otsos<rx+r¢1000L 240ts-t
15

«AO> «F > AE» «
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition

B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?.
B Euklidischer Algorithmus mit
H s<lp+qg und r<p-gxs und damit p=q-s—+r.
Berechnung mit Modulo-Funktion (Residue):
LRM: qlp is p—gxLp+g+g=0

«O> «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

H s<lp+qg und r<p-gxs und damit p=q-s—+r.
B L macht die Zuordnungen gemaB der Zeichnung:

Aus

.

Y >
140 Re

«O> «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

H s<lp+qg und r<p-gxs und damit p=q-s—+r.
B L macht die Zuordnungen gemaB der Zeichnung:

Aus

.

Y >
140 Re

Abstand zum Gitterpunkt zu groB
fiir gute Iteration!

«O> «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

H s<lp+qg und r<p-gxs und damit p=q-s—+r.
B L macht die Zuordnungen gemaB der Zeichnung:

ab

68272J756U6 16974J8U02
11,9 110.0a b
0000
11,9 110.0r«((a-r)+b),r<bla
0 0.99999999%91 0 O
1,9 410.0R«1 0J1+.x| .5+9 410.0r

0000

«AO> «F > AE» «
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g
B Euklidischer Algorithmus mit Runden zum nachsten Gitterpunkt

s = u+iv € Q[i] hat 4 benachbarte

Gitterpunkte Lu+ilLv, Lu+ilv, [u+
iLv, Tu+irlv.

Der nichstgelegene Gitterpunkt:
Ss=x+iy,ri=p—q-s.

x—ul <3, ly-vI<3

= w(r) <¥(q) ([4])

«O> «Fr «E»

Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020



Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

B Euklidischer Algorithmus mit Runden zum nachsten Gitterpunkt

s = u+iv € Q[i] hat 4 benachbarte

Gitterpunkte Lu+ilLv, Lu+ilv, [u+
iLv, Tu+irlv.

Der nichstgelegene Gitterpunkt:
Ss=x+iy,ri=p—q-s.

x—ul <3, ly-vI<3

= w(r) <¥(q) ([4])

s<(10r)+0J1x20r<l 0.5+9 110p+goér<s,p—gxs

«O> «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

B Euklidischer Algorithmus mit Runden zum nachsten Gitterpunkt
s<«(10xr)+0J1x2[0r«l 0.54+9 110p+gdér<s,p—gxs

1 a>0Ab>0
a<0Ab>0
a<0Ab<O

a>0Ab<0

@ Charakter: (a+ib) =

«O> «Fr «E»
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

B Euklidischer Algorithmus mit Runden zum nachsten Gitterpunkt
s<«(10xr)+0J1x2[0r«l 0.54+9 110p+gdér<s,p—gxs

1 a>0Ab>0
i a<0Ab>0
a<0Ab<O

a>0Ab<0

@ Charakter: (a+ib) =

(e -(a+ib)) =ep(a+ib)

A4O> «Fr «E» « Q>
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]): Euklidischer Ring

Definition
B Euklidische Funktion: o(a+ib) = a® + b?. TX+r
B Euklidischer Algorithmus mit | und |: r<gl|lp ¢s<(p-r)+g

B Euklidischer Algorithmus mit Runden zum nachsten Gitterpunkt
s<«(10xr)+0J1x2[0r«l 0.54+9 110p+gdér<s,p—gxs

1 a>0Ab>0
i a<0Ab>0
-1 a<0ADb<O
—i a>0Ab<0

@ Charakter: (a+ib) =

(e -(a+ib)) =ep(a+ib)

r< 120r—(00.5) |r<120r

A4O> «Fr «E» « Q>
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Implementierung

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):
Beispiele

Ainit a KhAlzi,
(a b)<«(1J5 4J 7)( 1J12 7J17)
Adar c<«a Aa b
T16J25/31327

—Eukl, —Quot

(+/c)=(+/a)+(+/b)

Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Implementierung ~ GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Beispiele

Ainit a KhAlzi, -Eukl, —-Quot, —-Matr, KhMatrix
n<4omat<( 4J 7+(in))e.,(2J1x1n)
(1 18mat)<«(1 18mat)+nt, (13)o.x2J 5x13
Adar mat
T4J 12/43 4 T3J 7/4J2 “3J 7/6J3 “3J 7/8J4
T2J3 7/2J1 2J 17/8J 8 “2J 7/6J3 T2J 7/8J4
T4J 7/2J1 T4J 7/4J2 5J 22/12J 12 “1J 7/8J4
07" 7/2J1 0J" 7/4J2 0J 7/6J3 4J 17/12J 6
Det +/ ‘mat a real LU-decompos.
"11.23053108J 40.56266719
+/Aldet mat a Laplace
"11.23053108J 40.56266719
+/2Am/1 18251 Algaut mat a Gauss
"11.23053108J 40.56266719
+/>det< 1 "14250 0 1 Algaut mat s
714.23053108J 40.56266719
Adar det
494145417 4781776/78336J142848

«Or «Fr o4
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Implementierung  GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Beispiele

Adar inv<0 n+2>2 Algaut mat,Ag n nP(n+1)+1
41516J9548/236276J9001 T3344J 1742/14743J41358 T2928J 1584/14743J41358
732128J21536/236276J9001 73832J10136/236276J9001 ~ 25664J15328/236276J9001
“45360J20880/236276J9001 40080J17040/236276J9001 100452J6996/236276J9001
T70056J 3528/236276J9001 <~ 60984J 4872/236276J9001 53928J 5544/236276J3001
Opp<6¢(+/ mat)+.x+/"inv
.00000EO T5.55112E 17J 5.55112E 17 8.32667E 17 9
.11022E 16J1.41022E 16 1.00000E0 5.55412E 177 4.46334E 17 0
.55112E 17 5.55112E 17J 1.38778E 17 1.00000E0 2
.00000E0J1.11022E 16 T5.55112E 47J 4.416334E 17 0.00000E0 1
Adar mat Aa.Am inv
0 0

0
1
0
0

0 0
1 0
0o 1

<o «Fr od
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Implementierung  GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Beispiele

n<5%mat«( 4J 7+(in))eo.,(2J1x1n)
(1 18mat)<«(1 18mat)+nt, (13)e.x2J 5x13
Adar mat

T10712/40 4 T30 7/u32 T30 7/603 T30 7/80u4 T30 7/1035
T2J°7/231 23 17/83 8 T2J77/603 T2J7/80u4 “2J°7/1035
T1J3 7/2J1 T1J 7/4J2 5J 22/12J 12 T1J 7/8J4 ~4J77/1005
03" 7/2J31 0J 7/4J32 0J 7/6J3 U4J 17/12J 6 0J~7/1035

13 7/231 13- 7/432 1J3°7/6J33 1J°7/8J4 9J 27/18J 15

Adar inv<0 n+2>2 Algaut mat,Ag n nP(n+1)+1
Kurzen: Cancellation fails
Aal7] r<Kurzen(RAa/a RAm ¢b),c(2>a)RAm 2>b

A
As[6] Dbl1]l«-bl[1]¢r<«a Aa b
A A
As[5] ~»(A/At=="a b)/1+0LCor<a As 'bo>0 a Subtraction in each cq
A A
Algaus[39] matlm; ]«mat[m ]As(mat[m,j]Ad matl[j;jl)e.Am matlj;]

Algautl[35] *(O#(l:r)*iomat*(j,3flp)Algaus mat)/FXomat<2>mat

Adar inv<0 n+v2>2 Algaut mat,Aq n nP(n+1)+1
A A
x<2%52 53 BLox+1-x 0(-x)+1+x
100
«O> «F» «
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Implementierung

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z[i]):

GauBzahlen Z[i] und Q[i] = Q(Z]i]):

Beispiele

Die Fehler bei groBen Zahlen kénnen durch Verbessern der Addition
und Multiplikation noch etwas in Richtung groBerer Zahlen verschoben
werden, aber irgendwann treten sie auf. Zum Vermeiden miissen groBere

Speicherbereiche fiir die Zahlen benutzt werden, die durch eine Accu-
Technik implementiert werden kénnen.

k. A4O> «F>r «E» «E)» E DA
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Accu-Technik

Accu-Darstellung groBer Zahlen

B Accu-Lange: n Bits mit erlaubtem Uberlauf: b = 250 oder
b = 10%.

<o «Fr od
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Accu-Technik

Accu-Darstellung groBer Zahlen

B Accu-Lange: n Bits mit erlaubtem Uberlauf: b = 250 oder
b = 10%.

B Darstellung als Vektor a = >~} axbk e~ (ag, a1, ..., ap).

<o «Fr od
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Implementierung Accu-Technik

Accu-Technik

Accu-Darstellung groBer Zahlen

B Accu-Lange: n Bits mit erlaubtem Uberlauf: b = 250 oder
b = 10%.

B Darstellung als Vektor a = >~} axbk e~ (ag, a1, ..., ap).
Bl Addition: a+ b=>"7_,(ai + b;) - bk.

Py «AO> «F > AE» «
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Implementierung Accu-Technik

Accu-Technik

Accu-Darstellung groBer Zahlen

B Accu-Lange: n Bits mit erlaubtem Uberlauf: b = 250 oder
b = 10%.

B Darstellung als Vektor a = >~} axbk e~ (ag, a1, ..., ap).
Bl Addition: a+ b=>"7_,(ai + b;) - bk.
@ Uberlauf: (..., 3+ b,aks1, )~ (-0, 3k, aks1 + 1, ...),

gegebenenfalls neue Accu-Zelle erganzen.

«O» «Fr «
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Accu-Technik

Accu-Darstellung groBer Zahlen

B Accu-Lange: n Bits mit erlaubtem Uberlauf: b = 250 oder
b = 10%.

B Darstellung als Vektor a = >~} axbk e~ (ag, a1, ..., ap).
Bl Addition: a+ b=>"7_,(ai + b;) - bk.
@ Uberlauf: (..., 3+ b,aks1, )~ (-0, 3k, aks1 + 1, ...),

gegebenenfalls neue Accu-Zelle erganzen.

B Multiplikation: Anzahl der Ziffern kann sich verdoppelt, daher
muss zunachst ein Accu mit halber Bitlange b~ b erzeugt
werden. Die Multiplikation entspricht dann der
Polynommultiplikation:

(Cico ab®) - (T aib) = X455 (g arbe—r) B

«O> «Fr «E»
Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020




.
THBINGEN

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung und Ausblick
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

M Datenmodell fir Q, R[x], Z[i] gut.

.
THBINGEN
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Zusammenfassung und Ausblick
Zusammenfassung

M Datenmodell fir Q, R[x], Z[i] gut.

@ Uberlagerung der arithmetischen Funktionen funktioniert.

.
THBINGEN
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Zusammenfassung und Ausblick
Zusammenfassung

M Datenmodell fir Q, R[x], Z[i] gut.

@ Uberlagerung der arithmetischen Funktionen funktioniert.
Bl Z[i]: Nachster Gitterpunkt statt L ist wichtig.

Briiche und rationale Funktionen | Dieter Kilsch | 24.11.2020
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Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick

[l Multiplikation fiir Quotientenkérper verbessern durch
vorgezogenes Kiirzen,

B Tiefe fir Quotientenkdérper um zwei erhohen,
B Z[v—d] furd =2,3,7,11.
@ Datenmodell fir Q[x],

«O» «Fr «
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Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick
[l Multiplikation fiir Quotientenkérper verbessern durch
vorgezogenes Kiirzen,
B Tiefe fir Quotientenkdérper um zwei erhohen,
B Z[v/—d] fir d =2,3,7,11.
@ Datenmodell fir Q[x],

B C[x] testen (ist erledigt, 25.11.2020),

«AO> «F > AE» «
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Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick
[l Multiplikation fiir Quotientenkérper verbessern durch
vorgezogenes Kiirzen,
B Tiefe fir Quotientenkdérper um zwei erhohen,
B Z[v/—d] fir d =2,3,7,11.
@ Datenmodell fir Q[x],

B C[x] testen (ist erledigt, 25.11.2020),
B Accu-Technik benutzen.
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