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Editoral

Liebe Mitglieder von APL Germany, 

liebe APL-Freunde,

Sie lesen das neue APL-Journal. Es beinhaltet drei Beiträge, die auf Vor-

trägen der Autoren auf den Tagungen der letzten beiden Jahre basieren. Ich 

wünsche Ihnen viel Freude bei der Lektüre dieser Ausgabe.

In den beiden vergangenen Jahren gab es im Verein einige Veränderungen. 

Ich habe vor zwei Jahren den Vorsitz übernommen und zu Beginn den Inter-

netauftritt verbessert. Hier sollen alle Tagungen erwähnt und wenn möglich 

auf die Vorträge verwiesen werden. Im vergangenen Jahr musste die DSGVO 

umgesetzt werden. Per Rundschreiben haben wir informiert und die Erlaub-

nis zum Verarbeiten der Daten eingeholt.

Inzwischen sind wir einen Schritt weiter gegangenen und haben im ver-

gangenen Herbst mit der anstehenden Neufassung der Satzung den Daten-

schutz in der Satzung verankert. Diese Änderung ist auf dem Weg zum Amts-

gericht und wird vermutlich bis zur nächsten Mitgliederversammlung im Mai 

rechtskräftig.

Über die fi nanzielle Lage des Vereins wurde im Vorstand und auf der Mit-

gliederversammlung im November intensiv diskutiert. Die zurückgehenden 

Mitgliederzahlen reduzieren die Einnahmen: die Ausgaben, vor allem für 

das Journal, reduzieren die Rücklagen deutlich. Die Mitgliederversammlung 

hat daher den Übergang zur Veröffentlichung des Journals in elektronischer 

Form auf unserer Internetseite beschlossen. Die Mitglieder werden per E-Mail 

über Neuerscheinungen des Journals informiert. Als Alternative stand die 

Erhöhung der Mitgliederbeiträge im Raum, die durch die beschlossenen 

Maßnahmen jetzt jedoch konstant gehalten werden können.

Ein weiterer wichtiger Punkt meiner Arbeit als Vorsitzender ist der Kontakt 

zu benachbarten APL-Vereinigungen. Ich habe die Schweizer Gruppe um 

Urs Oswald besucht und beabsichtige auch an der Tagung der British APL 

Association teilzunehmen, die für Mai von Paul Grosevenor angekündigt ist.

Unsere nächste Tagung veranstalten wir zusammen mit der GSE-Tagung am 

13./14.Mai in Stuttgart. Die Mitgliederversammlung fi ndet am 14. Mai statt. 

Ich hoffe auf viele Vortragsangebote und eine rege Teilnahme.

Dieter Kilsch
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Matching under inequality

Matching under inequality via sorting 
algorithms 

Dr. Markos Mitsos* 

Deutsche Krankenversicherung AG DKV - ERGO 

Actuarial Department 

January 8, 2017 

Abstract 

The solution of many problems encountered while processing data with 
APL depends on matching algorithms. This is taken to mean that data 
points are searched in a reference !ist; the found matches are noted and 
used subsequently. In the case of vectors basic APL provides the necessary 
primitive to conduct the search via Index Of as in 

IND +- REF i DAT. 
The more general case where (rows of) matrices are to be matched can 

be tackled through enclosing rows.1 This solution though leads to very 
slow processing. Instead a sorting algorithm can be used. (In fact some 
algorithm underlies i itself as weil. .. ) 

This paper discusses the generalization of the problem to different 
kinds of matching under inequality. In one case a possible solution with 
the help of "special sorting" algorithm is proposed. For the latter the APL 
primitive Grade Up ,t. cannot be used. 

A big part of the article discusses simple examples or provides the 
motivation to examine matching problems in a more general setting. This 
parts could be used in a presentation and may of course be skipped by the 
expert. We try to use APL code which is basically dialect independent 
but uses control structures for legibility. 

Contents 
1 Matching under equality via sorting algorithms in APL 

1.1 The problem of matching rows of matrices. 

1.2 Solutions via APL primitives . . . . . . . . . . . . . . . . 

1.3 Solution with sorting algorithm ............. . 

1.4 Match on equality as a example for sorting algorithms 

*markos.mitsos©ergo.de

5 
5 
6
6
7

1 In newer version of Dyalog APL however the primitive t has been enhanced to encompass 
the case of matrices. 

1 
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2 Matching with ''final" inequality 7 

2.1 Cases where a match is not an equality 7 
2.2 A sorting algorithm as solution 8 
2.3 Strict inequality 9 
2.4 Other relations . . . . . . . . . . 9 

3 Matching with "initial" inequality 10 
3.1 Cases with initial inequality . . . . . . . . . . . 10 
3.2 The first type of match on initial inequality . . 11 
3.3 A different type of match on initial inequality . 12 
3.4 A practically not very important match type . 13 
3.5 A match problematic on the APL side . . . . . 15 
3.6 Some remarks on matches and their different types 15 

4 Matching on set equality and relation 15 

4.1 Setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 
4.2 Matches in general . . . . . . . . . . . . 16 
4.3 Definition of some interesting types of match 16 
4.4 Analysis of the different types of match 18 

4.4.1 Comparison and true inclusions . 18 
4.4.2 False inclusions . . . . . . . . 19 
4.4.3 "Commutativity" of relations 19 

4.5 Disjoint dissections . . . . . . . . . . 20 

5 Algorithms for two kinds of match 20 

5.1 A sorting algorithm for strong local matches 20 
5.1.1 Description . . . . . . 20 
5.1.2 Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 
5.1.3 Proof of correctness . . . . . . . . . . . 22 

5.2 A sorting algorithm for strong global matches 23 
5.2.1 Introduction . . . . 23 
5.2.2 Algorithm . . . . . . . . . 23 
5.2.3 Proof of correctness . . . 25 
5.2.4 An alternative approach 25 

6 Tentative algorithms for problematic matches 26 

6.1 A tentative sorting algorithm for weak local matches 26 
6.1.1 Introduction . . . . . . 26 
6.1.2 Algorithm with a gap . . . . 26 

6.2 Correctness of algorithm . . . . . . 28 
6.2.1 Prerequisites for correctness 28 
6.2.2 Proof of correctness . . . . . 29 

6.3 Special sort algorithm with scaffold . 30 
6.3.1 Basic facts about sort algorithms . 30 
6.3.2 A false special sort algorithm . . . 31 
6.3.3 A modification of (Natural) Merge Sort as special sort 31 
6.3.4 Modified proof of correctness . . . . . . . 32 

6.4 Implementation of the special sort with scaffold 33 
6.4.1 Special sort in APL 33 
6.4.2 Special sort in .Net . . . . . . . . . . . . . 35 

2 
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6.5 A sorting algorithm for weak global matches . . . . . . . 36 
6.5.1 Outline of a possible algorithm . . . . . . . . . . . 36 
6.5.2 Outline of implementation of trivial case in APL 37 
6.5.3 Discussion of the problem . . . . . . . 37 
6.5.4 A possibly suboptimal circumvention 38 

List of Algorithms 

1.4 match on equality 7 
2.2 match on final inequality � 8 
2.3 match on final inequality < 9 
2.4 match on final inequality � 9 
2.4 match on final inequality > 9 
3.2 example of match on initial inequality 11 
3.4 example of match on two �-inequalities 13 
5.1 strong local match 21 
5.2 strong global match 23 
6.1 weak local match 26 
6.4 special sort in APL 33 
6.4 special sort in .Net 33 

1 Matching under equality via sorting algorithms 
in APL 

This (first) section is an introduction. The presented problems and algorithms 
are only intended as examples and a motivation for more complex cases. 

1.1 The problem of matching rows of matrices 

We want to match data, denoted by DAT, with a reference list, denoted by REF, 
in APL. We are interested in the case of matrices with the same number of 
columns (possibly one) and will always assume that DAT and REF are such. 

We want to find the first occurrence of each row of DAT in REF (meaning the 
first identical row). We are only interested in an effective and fast method to 
solve the problem in case at least one of the matrices is big ( at the very least 
some tens of thousands of rows) and the other at least medium sized ( at the 
very least some hundreds of rows). 

That fore we ignore the general case of arbitrary depth and assume the 
matrices are simple. We can then further assume that they are numeric (for 
example by replacing alphanumerical data with their Unicode code). 

In fact in most cases we will only be interested in integers. Of course the 
discussed algorithms can be generalized to other data types. 

3 
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KALAHA - Implementation von neuronalen Netzen

KALAHA 
Erfahrungen bei der Implementation von neuronalen Netzen in APL 
Dipl.Math. Ralf Herminghaus, Dezember 2018 
 
Die Schlagzeile 

 

Es begann eigentlich alles recht zufällig mit einer Schlagzeile in einer einschlägigen wissenschaftlichen 
Zeitschrift: 

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Der Firma Google ist es gelungen, mit Hilfe künstlicher neuronaler Netze den amtierenden (menschlichen) 
GO-Weltmeister zu entthronen. Die Schlagzeilen waren vielversprechend: Soweit dem Artikel zu entnehmen 
war, hatte das neuronale Netz nicht nur effiziente Strategien entwickelt, um eine GO-Partie gegen einen 
menschlichen Spieler zu gewinnen – auch die Regeln des Spiels hatte das Netz allein anhand von Beispiel-
Partien selbst erschlossen. Insgesamt zeigte der Artikel auf eindrückliche Weise, wozu künstliche neuronale 
Netze heutzutage in der Lage sind.  
 
Der Gedanke liegt nahe, so etwas einmal selbst auszuprobieren.  
 
Nun bietet sich APL als Programmiersprache für eine derartige Programmierung geradezu an.  
Der Algorithmus zur Implementation eines neuronalen Netzes lässt sich in APL in wenigen Zeilen hinschreiben. 

  
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wo also steckt das Problem? 
 

KALAHA - Implementation von neuronalen Netzen
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Rechenleistung 
 
Das Problem liegt in der verfügbaren Rechenleistung der verwendeten Hardware: 
 
Alpha-Zero:    11,50000000000 PetaFlops 
Mein Rechner:        0,00000009321 PetaFlops 

 
Google hat für den verwendeten Algorithmus ALPHA-GO schlichtweg deutlich mehr Rechenpower zur 
Verfügung als ich auf meinem kleinen Laptop. Dieser Umstand bewog mich dann dazu, es erst einmal mit einem 
etwas einfacheren Spiel zu versuchen: KALAHA  
 
KALAHA 

 
KALAHA ist ein traditionelles afrikanisches Brettspiel mit sehr einfachen Regeln und nur wenigen möglichen 
Alternativen für jeden Zug. Trotzdem ist das Spiel nicht ganz trivial – ideal für Experimente am Computer.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die einfachen Regeln ermöglichen es, das Spiel mit relativ wenig Aufwand auf einem Computer zu 
implementieren. Andererseits wird durch die geringe Anzahl von Alternativen pro Zug auch die Analyse von 
Spiel-Situationen weniger rechenintensiv. 
 
Zum Vergleich: 
GO:  ca. 350 Wahlmöglichkeiten pro Zug 
Schach:   ca. 30-40 Wahlmöglichkeiten pro Zug 
KALAHA:  max. 6 Wahlmöglichkeiten pro Zug 
 
Grundlagen der Implementation von KALAHA in APL 

 
Das erste Problem bei der Implementation eines Spiels auf dem Computer ist es, eine geeignete interne 
Darstellung der möglichen Spiel-Situationen zu finden. Ist diese Darstellung ungünstig gewählt, so folgen daraus 
fast unweigerlich hohe Aufwände bei der Analyse von Spiel-Situationen und damit insgesamt eine geringe 
Spielstärke des resultierenden Spiele-Algorithmus. 



41APL - Journal 1/2/2018

KALAHA - Implementation von neuronalen Netzen

Für APL bot sich nach etwas Nachdenken die folgende interne Darstellung an: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Eine Spiel-Situation wird abgebildet durch einen Vektor mit zwei Elementen: 

1) Eine Zahl (0 oder 1), die angibt, welcher Spieler gerade am Zug ist 
2) Einen Vektor aus 14 Zahlen, die die aktuelle Belegung der 14 Mulden 

im KALAHA-Brett repräsentieren 
 
Für die praktische Anwendung des Spiele-Programms benötigt man allerdings noch eine besser lesbare 
Darstellung des intern abgespeicherten Zustandes nach außen. Der Einfachheit halber ist dies als Übertragung in 
eine Character-Matrix realisiert.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hier wird eine Spiel-Situation a2 mit Hilfe der Funktion KALA_SHOW aus der internen Darstellung in eine 
besser lesbare Darstellung als 5x19-Character-Matrix  überführt. Andere (schönere) Darstellungen wären 
möglich, hätten aber auch deutlich mehr Aufwand bedeutet. 
 

Einige KALAHA-Spiel-Züge als Beispiel 
 
Beispielhaft sollen hier nun einige Züge aus der Anfangsphase einer KALAHA-Partie durchgespielt werden. 
Im ersten Schritt wird mit Hilfe der niladischen Funktion KALA_START  die Anfangs-Belegung des Spiels 
erzeugt.  
 
Danach werden mit Hilfe der dyadischen Funktion KALA_ZUG  mehrere Züge durchgeführt. 
Dabei bezeichnet das linke Argument jeweils eine Eingabe-Situation und das rechte Argument bezeichnet den 
durchgeführten Zug. Da es im KALAHA-Spiel für einen Spieler immer nur die Möglichkeit gibt, aus einer von 
maximal 6 Mulden auszuwählen, kann das rechte Argument sinnvoll nur die Werte {1,.....,6} annehmen.  
 
Im letzten Schritt werden mit Hilfe der Funktion KALA_INVERT die Rollen der Spieler „0“ und „1“ 
gegeneinander vertauscht. In der Realität entspricht dies etwa dem Umdrehen des Spielbrettes. 
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Programmierung von 2-Personen-Strategiespielen im Allgemeinen 

 

Das Vorgehen bei der Programmierung von 2-Personen-Strategiespielen ist generell immer das gleiche, egal ob 
es sich nun um SCHACH, DAME, MÜHLE, GO oder eben KALAHA handelt. 
 
Um als Spieler zu entscheiden, welcher Zug in einer gegebenen Spiel-Situation denn der günstigste ist, 
untersucht man jeden einzelnen der möglichen (hier z.B. 6) Züge und bewertet die daraus resultierenden 
Gewinn-Aussichten. Dazu muss man jeweils betrachten, welche Zugmöglichkeiten sich aus der eigenen 
Entscheidung denn für den Gegner ergeben würden, jeweils unter Berücksichtigung der Möglichkeiten, die sich 
aus der Entscheidung des Gegners für einen selbst ergeben haben, usw. usw. ... 
 
Realisiert werden derartige Bewertungen als rekursive Funktionen, die einen Baumgraphen der 
unterschiedlichen möglichen Spielsituationen untersuchen. Ideal wäre es natürlich, wenn man den gesamten 
Baum mit allen möglichen Spielsituationen untersuchen könnte. Die ist aber naturgemäß nur bei sehr wenigen 
(trivialen) Spielen wie etwa TIC-TAC-TOE möglich.  
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Bei nicht-trivialen Spielen kann eine solche Suche naturgemäß nur in sehr begrenzter Tiefe vorgenommen 
werden. Aus diesem Grund wird die Baumsuche in der Regel ab einer gewissen Suchbaum-Tiefe abgebrochen 
und die Situation an den Blättern des Baumes über eine sogenannte „statische Bewertungsfunktion“ 
eingeschätzt. Diese Funktion ist dann nicht mehr rekursiv. Oft ist sie sogar sehr einfach definiert. So könnte es 
evtl. ausreichen, einfach die Differenz aus der erreichten Anzahl der eigenen Gewinnpunkte und der 
Gewinnpunkte des Gegners zur Bewertung zu verwenden.     
 
Im Schach zum Beispiel bewertet man eine Situation gerne über die Anzahl der eigenen Figuren minus der 
Anzahl der Figuren des Gegners. Dabei fließt dann in der Regel auch noch der „Wert“ der jeweiligen Figur und 
ihre aktuelle Position auf dem Spielfeld mit ein. Eine Dame z.B. ist mehr wert als ein Springer, und der 
wiederum mehr als ein Bauer, und generell wiegen Figuren in der Mitte des Spielfeldes schwerer als die am 
Rand. Die statische Bewertungsfunktion kann ganz unterschiedlich definiert und evtl. auch relativ kompliziert 
definiert sein -  das hängt von der Phantasie und den Fähigkeiten des jeweiligen Programmierers ab.   
Wichtig ist: Die statische Bewertungsfunktion ist nicht rekursiv und bezüglich der verwendeten CPU-Zeit immer 
vergleichsweise „billig“ .  
 
Statische Bewertungsfunktion beim Spiel KALAHA 

 
Beim Spiel KALAHA etwa ist die „natürlichste“ statische Bewertungsfunktion die Differenz der Inhalte der 
beiden Kalaha-Felder: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
BEW(a2) = TAB[7] – TAB[14] 
 
Diese Funktion ist vor allen Dingen sehr einfach definiert und erfüllt durchaus die Erwartungen an eine statische 
Bewertungsfunktion. Am Ende des Spiels gibt sie etwa genau wieder, welcher der beiden Spieler wie  hoch 
gewonnen hat. Zudem ist intuitiv einsehbar, dass es im Verlauf des Spiels von Vorteil sein dürfte, möglichst 
viele Gewinnpunkte in der eigenen Kalaha angesammelt zu haben, auch wenn das Spiel noch nicht zu Ende ist.  
Es sind aber durchaus auch andere statische Bewertungsfunktionen denkbar, die die Situation differenzierter 
bewerten. So könnten z.B. die Belegungen der übrigen Felder auf dem KALAHA-Brett jeweils mit einer 
gewissen Gewichtung in die Bewertung einer Spiel-Situation mit einfließen. Der Phantasie sind hier keine 
Grenzen gesetzt. 
 
Einsatz neuronaler Netze als statische Bewertungsfunktion 

  
Mathematisch betrachtet stellen neuronale Netze eine sehr flexibel einsetzbare Klasse von Funktionen dar, die 
durch geeignete Parametrisierung fast beliebige funktionale Abhängigkeiten abbilden können. Im vorliegenden 
Fall soll nun ein neuronales Netz darauf hin trainiert werden, die bisher verwendete statische Funktion  BEW 
zu ersetzen. Dabei wäre es natürlich von Vorteil, wenn das neuronale Netz die Ergebnisse einer (teuren!) 
Baumsuche möglichst genau simulieren könnte - natürlich ohne dafür den entsprechend hohen Aufwand an 
CPU-Kapazität zu benötigen. 
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Wie funktioniert ein „neuronales Netz“ ? 

 
Ein einfaches „neuronales Netz“ mit  n  Schichten lässt sich realisieren als Sequenz von  n  Matrix-
Multiplikationen mit eingeschobenen Schwellwert-Funktionen (Tangens -Hyperbolicus, Sigmoid-Funktion, 
o.Ä.) . Es gibt noch andere Typen von neuronalen Netzen – die wir hier aber nicht betrachten wollen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Eine andere übliche Darstellungsweise gibt eher den Netz-Charakter einer solchen Funktion wieder, 
meint aber im Grunde das Gleiche:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
In APL sieht die Implementation eines solchen mehrschichtigen neuronalen Netzes dann folgendermaßen aus: 
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GANZ grob vereinfacht kann man es auch so sehen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Das „Training“ eines neuronalen Netzes erfolgt einfach, indem die Parameter (d.h. die Koeffizienten der 
beteiligten Matrizen) solange manipuliert werden, bis die gewünschte Zuordnung von Input zu Output mit 
befriedigender Genauigkeit erreicht ist. Wenn das Netz eine große Anzahl von Beispiel-Fällen korrekt bearbeitet, 
kann man darauf hoffen, dass es das auch bei anderen - bisher noch nicht aufgetretenen Fällen – ebenso korrekt 
tut. 
 
Trainigsmethoden für neuronale Netze 

 
Nun ist das Training eines solchen neuronalen Netzes alles andere als trivial. Eine Menge unterschiedlicher 
Methoden wurde entwickelt, um mit möglichst wenig Rechenaufwand geeignete Parameter zu finden. 
Um das Prinzip deutlich zu machen, sei hier ein sehr einfacher Evolutions-Algorithmus dargestellt, der über kurz 
oder lang die Parameter eines neuronalen Netzes optimieren kann.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Der hier dargestellte Evolutions-Algorithmus ist extrem einfach und – leider – auch sehr ineffizient. D.h. das 
Training des Netzes braucht viel Zeit. Andere Trainings-Verfahren wie z.B. „Back-Propagation“ sind deutlich 
effizienter, aber dafür nicht in allen Fällen anwendbar. Diese Verfahren finden eine optimale Parameter-
Belegung in der Regel über Algorithmen, die ein modifiziertes Newton-Verfahren oder einen Steepest-Descend-
Ansatz implementieren. Welcher Ansatz im konkreten Fall der richtige ist, hängt in vielen Fällen von der 
Problemstellung ab. 
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Die Strategie, die ich zum Training der Bewertungsfunktion angewendet habe war etwa die folgende: 
  

1) Erzeuge zunächst eine große Menge an realistischen Spiel-Situationen (etwa 10000 Stück) 
2) Bewerte jede dieser Situationen mit Hilfe eines rekursiven Baumsuch-Verfahrens und speichere die 

Ergebnisse in einer Liste ab. (Vorsicht! Das kann lange dauern, weil die rekursive Bewertungsfunktion 
sehr aufwändig ist.) 

3) Trainiere ein neuronales Netz anhand der vorliegenden Liste darauf, die rekursive Bewertungsfunktion 
möglichst gut zu imitieren. (Vorsicht! Auch das kann lange dauern – vor allem mit dem oben 
beschriebenen einfachen Trainings-Verfahren.) 

4) Ersetze die einfache Bewertungs-Funktion (TAB[7] – TAB[14]) durch das nun fertig trainierte 
neuronale Netz  

5) Herauskommen sollte dabei eine deutlich spielstärkere Version des bisherigen Algorithmus 
 

Schritt 1: 

 

Zunächst wird eine Liste mit 10000 realistischen Spiel-Situationen erzeugt, indem man zwei Zufalls-Zahlen-
Generatoren gegeneinander spielen lässt (dass die nicht besonders gut spielen, ist erst einmal egal) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Schritt2: 

 

Nun wird jede Spielsituation der Liste konventionell mit Hilfe eines Baumsuch-Algorithmus bewertet und das 
Ergebnis der Bewertung in die Liste eingetragen 
 

 
Schritt 3: 

Danach wird ein neuronales Netz darauf trainiert, die Bewertungen der Liste möglichst gut zu imitieren. 
 
Schritt 4: 

Nach dem Training wird die statische Bewertungsfunktion des Baumsuch-Algorithmus durch das neuronale Netz 
ersetzt  
 
Schritt 5: 

Das Resultat dieser Aktion ist wieder ein Baumsuch-Algorithmus, allerdings mit einer statischen 
Bewertungsfunktion, die deutlich leistungsfähiger ist als die simple Differenz von Gewinnpunkten. 



47APL - Journal 1/2/2018

KALAHA - Implementation von neuronalen Netzen

Einige Programm-Auszüge 
 
Leider lässt sich das Programm aus Platzgründen hier nicht vollständig wiedergeben. Um aber einen Eindruck zu 
vermitteln, wie bei der Programmierung vorgegangen wurde, hier einige ausgewählte Passagen:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hier zum Beispiel die rekursiv definierte Bewertungsfunktion. Neben der zu bewertenden Spiel-Konfiguration 
(KONFIG) wird die Tiefe der Baumsuche als linkes Argument mitgegeben.  
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Und hier eine statische Bewertungsfunktion, die als Kern ein neuronales Netz  NN verwendet: 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mit der hier vorgestellten Strategie war es dann letztendlich möglich, ein KALAHA-Programm zu realisieren, 
das durchaus in der Lage ist, einen (wenig versierten) menschlichen Spieler zu schlagen.  
Insofern kann man von einem Erfolg sprechen.  
 
Einschränkend muss aber bemerkt werden, dass die oft behaupteten „intellektuellen Fähigkeiten“ von neuronalen 
Netzen in diesem Fall nicht deutlich spürbar wurden. Ein Programm mit einer ganz simplen statischen 
Bewertungsfunktion (Differenz der beiden Kalahas) zeigte - zumindest gefühlt - eine ähnliche Spielstärke wie 
ein Programm, das die statische Bewertungsfunktion über ein neuronales Netz realisiert hatte.  
 
Unsupervised Learning 

 
„Unsupervised Learning“ beschreibt eine Trainings-Strategie, bei der neuronale Netze allein daran gemessen 
werden, ob sie eine gegebene Aufgabe erfolgreich bewältigen. Eine Liste mit INPUT-OUTPUT-Vorgaben, die 
das Netz möglichst gut simulieren soll, wird dabei nicht vorgegeben. Meine Versuche, ein neuronales Netz durch 
„unsupervised learning“ für das Spiel KALAHA zu trainieren, waren leider nicht wirklich von Erfolg gekrönt. 
 
Abschließen möchte ich den Artikel daher mit einer Reihe von – leider fehlgeschlagenen - Strategieansätzen, 
deren Grundidee sich erst einmal sehr überzeugend anhört, die aber letztendlich einfach nicht funktionieren. 
 
Versuch 1 :  Co-Evolution zweier neuronaler Netze 

 
 
 
 
 
 
 
 
Die Idee dahinter: 
Man lässt zwei neuronale Netze sehr oft gegeneinander spielen und versucht, die Spiel-Stärke durch eine Art 
Evolutionsprozess immer weiter zu steigern. Zunächst wird NN0 durch Evolution solange optimiert, bis es NN1 
schlagen kann. Danach werden die Rollen getauscht und NN1 wird solange optimiert, bis es NN0 schlägt, dann 
werden die Rollen wieder getauscht, usw. Aus der Konkurrenz der beiden Netze sollten sich im Laufe des 
Evolutionsprozesses immer höhere Spielstärken ergeben, die letztendlich zu einem wirklich starken Spiel-
Algorithmus führen ... Hört sich gut an – funktioniert aber nicht 
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Bei Experimenten mit dieser Strategie gewinnt man fast den Eindruck, als würden die beiden beteiligten Netze 
nicht wirklich gegeneinander konkurrieren, sondern sich eher auf einem sehr niedrigen Spielstärke-Niveau 
miteinander einigen. Die Bezeichnung „Gentlemen-Agreement“ trifft die Sache vielleicht nicht ganz – drängt 
sich aber auf. Am Schluss des Trainigsprozesses spielen beide Gegner jedenfalls wirklich schlecht ... 
 
Versuch 2: Verschärfte Evolutions-Bedingungen 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Idee dahinter: 
Man lässt ein Netz NN0 gegen eine ganze Liste von Gegnern spielen und etabliert einen entsprechenden 
Evolutionsmechanismus. Wenn NN0 alle seine Gegner schlagen kann, kommt NN0 selbst auf die Liste der 
Gegner und das Spiel geht mit einem neuen „Herausforderer“ von neuem los. 
Insgesamt muss sich also jeder neue „Herausforderer“ gegen die ganze Liste vorheriger „Gewinner“ behaupten, 
etwa nach dem Motto :  „Weltmeister wird nur, wer alle vorherigen Weltmeister besiegen kann.“  
Insgesamt wird sich so die Spiel-Stärke des jeweiligen „Gewinners“  immer weiter erhöhen.   
 
Hört sich auch gut an - funktioniert aber auch nicht. 
 
Ab einer gewissen Länge der Liste ist der „Herausforderer“ nicht mehr in der Lage, gegen alle Gegner auf der 
Liste zu gewinnen. Der Optimierungsprozess bleibt auf einem gewissen, sehr niedrigen Level einfach stecken.  
 
Versuch 3: Spiel gegen einen Zufallszahlen-Generator 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Idee dahinter: 
NN0 wird darauf trainiert, gegen einen Zufallszahlen-Generator eine möglichst hohe Quote von Spielen zu 
gewinnen. Wenn NN0 zuverlässig gegen einen Zufallszahlen-Generator gewinnen kann, gewinnt es evtl. auch 
zuverlässig gegen einen menschlichen Gegner ... (?) 
 
(funktioniert aber auch nicht) 
 
Ein Zufallszahlen-Generator ist per definitionem der schwächste denkbare Gegner in diesem Spiel. Trotzdem 
war es in den Experimenten nicht möglich, ein neuronales Netz soweit zu trainieren, dass es einen Zufallszahlen-
Generator zuverlässig schlagen konnte. Die maximal erreichbare Gewinn-Quote blieb bei maximal etwa 85% der 
Spiele stecken, und zwar weitgehend unabhängig von der Größe des eingesetzten neuronalen Netzes.   
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Mögliche Ursache der Mißerfolge  

 
Bei der Frage nach der Ursache dieser Misserfolge drängt sich ein möglicher Grund für das Versagen neuronaler 
Netze förmlich auf:  Die mangelnde Größe der untersuchten Netze. 
 
Während Google Zehntausende von Prozessoren für die Analyse eines GO-Spieles bereitstellen kann, ist dies auf 
dem eigenen PC schlichtweg nicht möglich. Man könnte sich daher das Versagen der oben beschriebenen 
Ansätze mit der zu geringen Anzahl der zur Verfügung stehenden Neuronen erklären.  
Bei genauerer Untersuchung lässt sich dieses Argument aber nicht halten. 
 
Um den Einfluss der Netzgröße auf die Spielstärke einigermaßen objektiv messen zu können, habe ich in einem 
längeren Experiment neuronale Netze unterschiedlicher Dimensionen gegen einen Zufallszahlen-Generator 
trainiert. Das Ergebnis war einigermaßen ernüchternd: Die Spielstärke neuronaler Netze gegen einen 
Zufallszahlen-Generator blieb weitgehend unabhängig von der vorgegebenen Neuronenanzahl und der Anzahl 
der neuronalen Verbindungen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Keines der getesteten Netze erreichte eine Gewinn-Quote von mehr als 85%.  
Auch waren die erreichten Spielstärken weitgehend unabhängig von der Anzahl der verwendeten Neuronen. 
 
Ergo:  Es ist nicht so einfach, wie es sich in den Veröffentlichungen immer anhört ... 
 
Über neuronale Netze und ihre phänomenalen Fähigkeiten wird gerade in der jüngsten Vergangenheit viel 
publiziert. Nach einigen Jahrzehnten Pause ist das Thema „Künstliche Intelligenz“ wieder in Mode gekommen. 
Gesichtserkennung, Spracherkennung, autonomes Fahren, intelligente Roboter, usw. usw. 
Alles ist möglich und die Aussichten sind einfach phantastisch!!! 
 
Schwieriger wird es, wenn man versucht, diese phänomenalen Möglichkeiten der neuen Technik einmal im 
konkreten Experiment selbst nachzuvollziehen. In diesem Fall stößt man schnell an Grenzen. Dass ein 
künstliches neuronales Netz unter gewissen Umständen gut auf gewisse Reaktionen hin „trainiert“ werden kann, 
kann man an vielen Stellen nachlesen. Aber was tun, wenn das Training nicht gelingen will?  
Hierüber sagen die zahlreichen Publikationen dann leider meist nichts. 
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Hardware-Entwicklung 

 
Neuronale Netze gibt es bereits seit Mitte der 60-er Jahre, aber außer einigen Nischen-Anwendungen hatten sie 
in der Vergangenheit keine nennenswerte Bedeutung, da die notwendige Rechnerkapazität in der Regel nicht 
verfügbar war oder unbezahlbar blieb.  
 
Mit der Nutzung von Grafik-Prozessoren (GPU) als billige Alternative zu Super-Rechnern hat sich dies in den 
vergangenen 10 Jahren drastisch geändert. Heute stehen für Spezialanwendungen Rechenkapazitäten zur 
Verfügung, die früher undenkbar waren. Viele Anwendungen lassen sich nun mit neuronalen Netzen realisieren, 
die zuvor unrealistisch teuer gewesen wären. 
 
 
Mit der Bereitstellung sogenannter „Tensor-Processing-Units“ (TPU) geht GOOGLE nun noch einen Schritt 
weiter. Dieser Prozessor-Typ ist schwerpunktmäßig allein auf die Durchführung von Matrixmultiplikationen hin 
konstruiert und kann so die Funktionalität neuronaler Netze mit bisher unerreichter Effizienz abbilden.   
Als billige Alternative zur GPU könnte dieser Prozessortyp daher in Zukunft noch viel von sich reden machen. 
  
Und: Weitere Verbesserungen der Performance sind zu erwarten ... 
 
Ausblick 

 
Wie ein neuronales Netz im Prinzip funktioniert, weiß man seit langer Zeit. Wie man ein solches Netz am 
sinnvollsten trainieren kann, ist aber immer noch eher eine Kunst als eine Wissenschaft. Leistungsfähigere 
Hardware und neue Typen von neuronalen Netzen sind in den vergangenen Jahrzehnten entwickelt worden. Sie 
können Aufgaben lösen, für die die einfachen Perceptrons der 60-er Jahre nicht geeignet waren.  
Mit der Verfügbarkeit kostengünstiger Hardware wird sich die Bandbreite von Anwendungen, die auf der 
Technik neuronaler Netze basieren, in Zukunft deutlich vergrößern. Zu welchen Leistungen diese Mechanismen 
dann in der Lage sein werden, ist heute noch ziemlich unklar. Eine Reihe von spektakulären Erfolgen lässt aber 
Einiges erwarten.  
 
Mittelfristig wird man jedenfalls nicht darum herumkommen, sich mit dieser Technologie auseinanderzusetzen. 
 
Es bleibt spannend  ! 
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1 Einleitung

Mit Service Level 23 von IBM APL2 (April 2016) wurde die interne Domino-Funktion − auf komplexe Zahlen
C erweitert. Dies betrifft alle ihre Einsatzbereiche:

• Invertieren regulärer komplexer Matrizen: −A liefert A−1.

• Berechnen der Pseudo- oder Linksinversen A∗ =
(

ATA
)

−1

·AT einer Matrix vollen Ranges mit mehr

Zeilen als Spalten nach Moore [3] und Penrose [4], s. auch [2, Anhang 2]) durch −A.

• Lösen quadratischer linearer Gleichungssysteme A · �x = �b mit regulären komplexen Koeffizientenma-
trizen A durch xûb−A.

• Berechnen der ausgeglichenen Lösung eines komplexen, überbestimmten, linearen Gleichungssystems
A · �x = �b mit einer Koeffizientenmatrix A vollen Ranges durch xûb−A. Die ausgeglichen Lösungg �x

minimiert �A�x−�b�.

Damit entfällt das Laden und Aufrufen der Bibliotheksfunktion DOMINO aus der Bibliothek MATHFNS und
lässt die Darstellung des Lösungswegs vereinfachen. Der Weg zum Lösen eines linearen Gleichungssystems
wird anhand eines einfachen Beispiels dargestellt.

2 Ein sehr einfaches Auto-Modell

Ein sehr, sehr einfaches Modell eines Fahrzeugs, das aber zur Demonstration des Einsatzes der Domino-
Funktion im ersten und dritten Fall ausreicht, besteht aus zwei vertikal gelagerten Massen, s. Abb. 1. Die
untere Masse stellt das federnd über der Fahrbahn gelagerte Rad und die gegen das Rad gefedert und
gedämpft gelagerte Karosserie dar. Die vertikale Auslenkung des Rads aus der Gleichgewichts- oder Ruhelage
wird mit x1, diejenige der Karosserie mit x2 bezeichnet. Das Beispiel ist in [1] enthalten.

Die die vertikale Auslenkung beschreibenden Differenzialgleichungen wird mit Hilfe des zweiten Newton-
schen Axioms aufgestellt:

m1ẍ1 = −c1(x1 − x2) − k(ẋ1 − ẋ2)
m2ẍ2 = −c1(x2 − x1) − c2(x2 − g(t)) − k(ẋ2 − ẋ1)

mit den Federkonstanten c1 und c2 und der Dämpfungskonstante k. Die Federkraft wird proportional zur
Federauslenkung genommen

∗www.th-bingen.de/person/dieter-kilsch/
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Abb. 1: Vertikale Lage der Karosserie (x1) und des Rads (x2)

Hieraus erhält man mit x3 = ẋ1 und x4 = ẋ2 und den Zahlenwerten

m1 = 1000 kg, c1 = 40 kN/m, k = 16 t/s

m2 = 50 kg, c2 = 50 kN/m, g(t) = 0.1m für t ≥ 0

ein System linearer Differenzialgleichung erster Ordnung
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; g(t) = 0.1m

Die Störfunktion f(t) = 0.1 für t ≥ 0 bedeutet, dass das Auto auf ein Stufe von 10 cm auffährt.

3 Die allgemeine homogene Lösung

Die Lösung des homogenen linearen Gleichungssystems ẋh(t) = A · xh(t) wird mit Hilfe der Eigenwerte
und Eigenvektoren der Systemmatrix A berechnet. Die Routine Charpo berechnet das hierzu benötigte
charakteristische Polynom der Matrix mit Hilfe ihrer zentralen Hauptunterdeterminanten:

matû4 4Ò0 0 1 0 0 0 0 1 ¢40 40 ¢16 16 800 ¢1800 320 ¢320

îpol0ûCharpo mat

40000 16000 1840 336 1

pol1û(É¢1+Òpol0)«1Õpol0

Das charakteristische Polynom lautet damit

fA(λ) = λ4 + 336λ3 + 1840λ2 + 16000λ+ 40000

Abb. 2 zeigt, dass das charakteristische Polynom nur zwei Nullstellen hat, in der Nähe von −320 und −3.
Diese werden mit dem Newton-Verfahren berechnet:
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Abb. 2: Das charakteristische Polynom in den Bereiche [−350, 300], [−50, 50] [−10, 5]

îxNû2¾¡¢300 ¢100+Newton¡Ú(Ú'tÂ÷pol'),¡'01'

¢330.5793156 ¢2.9689688

Das Horner-Verfahren erlaubt, das Restpolynom zu berechnen, dessen komplexe Nullstellen mit der pq-
Formel ermittelt werden. Mit

,rû1ÕxN[2]Horner 1ÕxN[1]Horner pol0

40.75479204 2.451715606 1

,rû(¢0.5«r[2])+1 ¢1«((0.25«r[2]*2)-r[1])*0.5

¢1.225857803J6.265146821 ¢1.225857803J¢6.265146821

lambdaûxN,r

folgt
fA(λ) = (λ+ 330.57932)(λ+ 2.96897)(λ2 + 2.45172λ+ 40.75479)

Die Nullstellen des letzten Faktors sind komplex und komplex konjugiert zueinander. Alle Nullstellen wurden
auf lambda zusammengefasst. Dies sind die Eigenwerte der Systemmatrix, deren zugehörige Eigenvektoren
mit dem Gauß-Verfahren als Lösung von

(A− λi Id)�ei = �0

berechnet werden:

eû2Ø2 Gausst A-lambda[1]«Id 4þEû4 1Ò(,3 ¢1Ùe),¢1þe
1 0 0 ¢0.0001526336545
0 1 0 0.00302499265
0 0 1 0.05045752903
0 0 0 0

eû2Ø2 1 Gausst A-lambda[2]«Id 4þEûE,(,3 ¢1Ùe),¢1þe
1 0 0 ¢1.927367528
0 1 0 0.3368172815
0 0 1 5.722294057
0 0 0 0

eû2Ø2 1 Gausst A-lambda[3]«Id 4þEûE,(,3 ¢1Ùe),¢1þe
1 0 0 0.1037600809J0.1530978787
0 1 0 0.03007886291J0.1537278565
0 0 1 ¢1.086375793J0.462395912
0 0 0 0

EûE,+E[;3] ã komplex konjugiert

Die Eigenvektoren komplex konjugierter Eigenwerte sind komplex konjugiert, daher konnte �e4 = �e3 sofort
übernommen werden. Die Eigenvektoren werden zur Fundamentalmatrix E = [�e1, �e2, �e3, �e4] zusammenge-
fasst:

E

¢0.0001526336545 ¢1.927367528 0.1037600809J0.1530978787 0.1037600809J¢0.1530978787

0.00302499265 0.3368172815 0.03007886291J0.1537278565 0.03007886291J¢0.1537278565

0.05045752903 5.722294057 ¢1.086375793J0.462395912 ¢1.086375793J¢0.462395912

¢1 ¢1 ¢1 ¢1

Die allgemeine homogene Lösung der Differenzialgleichung �̇xh(t) = A · �xh(t) lautet somit

�xh(t) =

4∑

i=1

ci�ei e
λi t .
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4 Spezielle inhomogene Lösung und Lösung des Anfangswertpro-

blems

Eine spezielle Lösung der inhomogenen Differenzialgleichung �̇x(t) = A · �x(t) + �b erhält man mit der Idee,
dass nach langer Zeit sich das Auto ausgeschaukelt hat und keine vertikale Bewegung mehr vorhanden ist,
also �̇x(t) = 0 gilt. Aus �0 = A · �xs(t) +�b folgt dann die konstante Lösung �xs = −A−1�b, die in APL berechnet
wird:

bsû0 0 0 100

,xsû-bs−A

0.1 0.1 0 0

Die Lösung des Anfangswertproblems ist mit Hilfe der komplexen Eigenvektoren und mit der Erweiterung
von − auf C einfach. Für t = 0 folgt aus �x0 = �x(0) = �xs +

�

4

i=1
ci�ei = xs + E · �c sofort �c = E−1

· (�x0 − �xs).
Die Berechnung mit APL ergibt:

x0û0 0 0 0
,cû(x0-xs)−E

0.2926399848 ¢0.009464405199 ¢0.1415877898J0.290057577 ¢0.1415877898J¢0.290057577

Offensichtlich sind c3 und c4 komplex konjugiert. Das muss immer so sein:

�x(t) = xs(t) + c1�e1 e
λ1 t +c2�e2 e

λ3 t +c3�e3 e
λ3 t +c4�e4 e

λ4 t

⇒ �x(t) = xs(t) + c1�e1 eλ1 t + c2�e2 eλ2 t + c3�e3 e
λ3 t +c4�e4 e

λ4 t

⇒ �x(t) = xs(t) + c1�e1 e
λ1 t +c2�e2 e

λ2 t +c3�e4 e
λ4 t +c4�e3 e

λ3 t

⇒ c4 = c3 und c4�e4 = c3�e3 .

Mit λi = αi + jβi (i = 3, 4) folgen jetzt

c3�e3 e
λ3 t +c4�e4 e

λ4 t = eα3t
�

c3�e3(cos (β3t) + j sin (β3t)) + c3�e3(cos (β3t)− j sin (β3t))
�

= eα3t (2Re(c3�e3) cos(β3t) + 2 Im(c4�e4) sin(β3t))

Die Berechnung der Ergebnisse mit APL liefert:

îEEû1 1 2 2«[2]9 9 9 11Ï[2]E«[2]c
¢0.00004466671033 0.01824138725 ¢0.1181967205 ¢0.0168392148

0.0008852338033 ¢0.00318777523 ¢0.09769745857 0.02608277067
0.01476589053 ¢0.05415810962 0.03939221909 0.7611622908

¢0.2926399848 0.009464405199 0.2831755796 0.5801151541

In mathematischer Notation lautet die Lösung

x(t) =
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,

deren erste beiden Komponenten die Bewegung der Karosserie und des Rads angeben. Abb. 3 enthält die
grafische Darstellung dieser beiden Komponenten.

Der Schwingungsanteil kann durch eine Sinusfunktion mit Phasenverschiebung dargestellt werden. Aus

a cos(ωt) + b sin(ωt) = A sin(ωt+ ϕ) = A cos(ωt) sin(ϕ) +A sin(ωt) cos(ϕ)

folgt durch Koeffizientenvergleich

a = A sin(ϕ) und b = A cos(ϕ)

Damit sind A und ϕ die Polarkoordinaten des ebenen Vektors (b; a), A also dessen Betrag und ϕ dessen
Argumentwinkel. Dies wird berechnet

(+/2Õ[2]EE*2)*.5 ã Amplituden
0.1193902169 0.101119258 0.7621809365 0.6455400846

(ÏEE[;3]<0)+¢3Ïßß/¡Ú[2]2Õ[2]EE ã neg. Phasenwinkel
3.283108032 2.880702501 1.519089736 1.116684204
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und eingesetzt:

x(t) =
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e−330.580 t +















.0182414
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e−2.96897 t

e−1.225858 t















.119390 sin(6.26515 t+ 3.283108)

.101120 sin(6.26515 t+ 2.880703)
.762181 sin(6.26515 t+ 1.51909)
.645540 sin(6.26515 t+ 1.116684)















.

Die vertikale Bewegung der Karosserie wird in der ersten Komponente beschrieben:

x1(t) = 0.1− .0000447 e−330.580 t +.0182414 e−296897 t

−0.119390 e−1.225858 t sin(6.26515 t+ 3.283108)

Der zweite Summand hat ein hohes Dämpfungsdekrement und einen sehr kleinen Vorfaktor. Er kann daher
vernachlässigt werden. x2 beschreibt die Bewegung des Rads. Beide Funktionen sind in Abb. 3 dargestellt.

Abb. 3: Vertikale Lage der Karosserie (x1) und des Rads (x2)
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Eine Programmier-Aufgabe 
 
Von Ralf Herminghaus 
 
Für diese Aufgabe betrachten wir einen Satz von drei Würfeln, 
nennen wir sie ROT, GRÜN und BLAU. 
 
Die Würfel tragen die Augenzahlen: 
 
ROT  = (18 17 10 5 4 3) /Augensumme = 57 
GRÜN = (16 15 14 9 2 1) /Augensumme = 57 
BLAU = (13 12 11 8 7 6) /Augensumme = 57 
 
Alle Zahlen von 1 bis 18 sind vertreten und die Augensumme jedes 
Würfels beträgt 57. Wenn man nun jeweils mit zweien der Würfel 
gegeneinander würfelt, welcher von ihnen hat wohl die größten 
Chancen, zu gewinnen? 
 
Das kann man mit Wahrscheinlichkeitsrechnung leicht nachrechnen. 
Spielt man etwa die Würfel ROT gegen GRÜN, dann hat in 21/36 
der Fälle ROT die höhere Augenzahl. 
 
Hier habe ich einmal alle möglichen Ergebnisse eines Wurfes ROT 
gegen GRÜN aufgeschrieben: 
 

Im Blickpunkt: Programmieraufgabe
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16 15 14 9 2 1 
----------------- 
8 1 1 1 1 1 1 
7 1 1 1 1 1 1 
0 0 0 0 1 1 1 
5 0 0 0 0 1 1 
4 0 0 0 0 1 1 
3 0 0 0 0 1 1 

pielt man den Würfel GRÜN gegen BLAU, so kommt man zu dem gleichen 
rgebnis: 

Beim Spiel GRÜN gegen BLAU gewinnt GRÜN in 21/36 der Fälle. 

13 12 11 8 7 6 
----------------- 
6 1 1 1 1 1 1 
5 1 1 1 1 1 1 
4 1 1 1 1 1 1 
9 0 0 0 1 1 1 
2 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 

 

ie steht es nun aber mit dem Spiel BLAU gegen ROT? 

18 17 10 5 4 3 
----------------- 
3 0 0 1 1 1 1 
2 0 0 1 1 1 1 
1 0 0 1 1 1 1 

8 0 0 0 1 1 1 
7 0 0 0 1 1 1 
6 0 0 0 1 1 1 

ntuitiv würde man erwarten, dass BLAU gegen ROT noch deutlicher 
verliert, als gegen GRÜN. 
as Ergebnis überrascht daher: 
LAU gewinnt gegen ROT in 21/36 aller Fälle. 

nd jetzt kommt die Computer-Programmierung ins Spiel. 
ibt es noch andere Augen-Belegungen der drei Würfel, die zu 
hnlichen - vielleicht sogar noch deutlicheren Ergebnissen führen? 
as kann man durch eine erschöpfende Suche tatsächlich einfach 

beantworten. 

Ich habe dazu ein ziemlich unelegantes Programm aus elf ineinander 
eschachtelten FOR-Schleifen geschrieben. 

Unelegant - aber es hat immerhin funktioniert. 

s gibt genau acht Augen-Belegungen der Würfel, die die gleichen 
igenschaften haben, wie die eben untersuchte. 
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-------------------- 
R: 18 17 10 5 4 3 57 
G: 16 15 14 9 2 1 57 
B: 13 12 11 8 7 6 57 
-------------------- 
R: 18 17 8 7 6 1 57 
G: 16 15 14 5 4 3 57 
B: 13 12 11 10 9 2 57 
-------------------- 
R: 18 13 12 11 2 1 57 
G: 17 10 9 8 7 6 57 
B: 16 15 14 5 4 3 57 
-------------------- 
R: 18 13 8 7 6 5 57 
G: 17 16 15 4 3 2 57 
B: 14 12 11 10 9 1 57 
-------------------- 
R: 18 12 9 7 6 5 57 
G: 17 16 15 4 3 2 57 
B: 14 13 11 10 8 1 57 
-------------------- 
R: 18 11 10 7 6 5 57 
G: 17 16 15 4 3 2 57 
B: 14 13 12 9 8 1 57 
-------------------- 
R: 18 11 9 8 6 5 57 
G: 17 16 15 4 3 2 57 
B: 14 13 12 10 7 1 57 
-------------------- 
R: 18 10 9 8 7 5 57 
G: 17 16 15 4 3 2 57 

B: 14 13 12 11 6 1 57 
-------------------- 
 
Als Mathematiker stellt man sich sofort die Frage nach 
Verallgemeinerungen dieser Fragestellung. Z.B. könnte man anstelle 
der Würfel auch andere platonische Körper verwenden - etwa das 
Tetraeder? 
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In diesem Fall bekommt man nur sechs Lösungen mit einer maximal 
großen Asymmetrie in den Ergebnissen: 
Hier hat die Asymmetrie die Größe 9/16. 
 
-------------------- 
R: 9 8 7 2 26 
G: 11 6 5 4 26 
B: 12 10 3 1 26 
-------------------- 
R: 12 9 3 2 26 
G: 11 8 6 1 26 
B: 10 7 5 4 26 
-------------------- 
R: 10 8 7 1 26 
G: 11 6 5 4 26 
B: 12 9 3 2 26 
-------------------- 
R: 12 7 5 2 26 
G: 11 10 4 1 26 
B: 9 8 6 3 26 
-------------------- 
R: 12 6 5 3 26 
G: 11 10 4 1 26 
B: 9 8 7 2 26 
-------------------- 
R: 12 6 5 3 26 
G: 11 9 4 2 26 
B: 10 8 7 1 26 
-------------------- 
 
Der nächst größere Platonische Körper ist das Oktaeder - und da 
fängt es an, interessant zu werden. Nicht nur, dass die Rechenzeit 
für die erschöpfende Suche enorm ansteigt; die Anzahl der 
geschachtelten FOR-Schleifen wird auch allmählich unübersichtlich 
und macht das ganze Programm noch uneleganter, als es sowieso schon 
ist. 
 
Die Suche liefert überraschenderweise auch nur ein einziges 
Ergebnis - und zwar mit einer maximalen Asymmetrie von 39/64. 
 
----------------------------------- 
R: 24 23 22 9 7 6 5 4 100 
G: 21 20 19 18 16 3 2 1 100 
B: 17 15 14 13 12 11 10 8 100 
----------------------------------- 
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Leider sind damit die Grenzen meines kleinen Laptops erreicht. Und 
es sind noch immer zwei platonische Körper übrig, die man 
untersuchen könnte. 
 
Wie steht es mit Dodekaeder und Ikosaeder? 
 
Kann man die Suche nach Lösungen vielleicht intelligenter betreiben 
als ich es getan habe? 
 
Liefert APL vielleicht die Möglichkeit, das Such-Programm eleganter 
zu formulieren als mit endlosen Stapeln ineinander geschachtelter 
FOR-Schleifen? 
 
Hat irgendein genialer Mensch das Problem vor 200 Jahren schon mal 
mit Papier und Bleistift gelöst und ich weiß nur nichts davon? 
 
Oder braucht es einfach nur einen schnelleren Rechner?  
 
Auf die Antworten bin ich wirklich gespannt. 
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